GEOMETRIA LINEAL, grupo B
Examen final, 9 de febrero de 2012

Tiempo: 3 horas

Justifica todas tus respuestas

1) (2 puntos) Di si las afirmaciones a), b) y ¢) son verdaderas o falsas y responde d):

a) Una aplicacién afin de A} en A que deja fijos cuatro puntos no coplanarios (es decir,
no contenidos en un plano) es necesariamente la identidad.

b) Una aplicacién proyectiva de Py en P{ que deja fijos cuatro puntos no coplanarios es
necesariamente la identidad.

¢) Una aplicacién proyectiva de Py en P} que deja fijos los puntos de un plano IT y un
punto p no contenido en Il es necesariamente una proyectividad.
d) Encuentra todos los puntos fijos de la aplicacién proyectiva

rooom Pl
(xo:xy:m9:x3) —  (To+ 3wy : 320+ 21 —2m9 1 —223)

LEs f una proyectividad?

2) (2 puntos) Sea P un espacio proyectivo de dimensién n y sean A; y Ay dos subespacios
proyectivos de P.

a) Enuncia y demuestra la féormula de Grassmann, que relaciona las dimensiones de
A, A, AN Ay y < Ay, Ag >

b) Demuestra que si A; y Ag son disjuntos y sus dimensiones suman n — 1, entonces para
todo p ¢ Ay, la interseccién de < Ay, p > con Ay consiste en un solo punto.

3) (3 puntos) En el espacio afin euclideo estdndar A} consideramos los puntos o = (0,1, 1),
m = (1,1,0), p) = (=1,1,2) y po = (—1,0,0). Seal =< p1,pj >y sea f una isometria de
A% que intercambia p; y p) (es decir, tal que f(p1) = p) y f(p}) = p1).

a) Demuestra que o es un punto fijo de f, que [ es una recta invariante por f y que el
plano II perpendicular a [ por p es invariante por f.

b) Supongamos ademds que f deja fijo py y conserva la orientacién. Halla las ecuaciones
de f respecto del sistema de referencia canénico. Describe f geométricamente.

4) (3 puntos) Sea C' la cénica de Ag de ecuacién 162> — 24zy + 9y* — 30z — 40y = 0, sea
p=(0,0) y sea C' el completado proyectivo de C'.

a) Decide cudl es la clase afin de C.

b) Recuerda que la recta tangente a C en p es aquella recta [ de AZ tal que su completado
proyectivo es la tangente a C' en p. Halla la ecuacién de la tangente [ a C en p. ;jExiste
otra recta paralela a [ que sea tangente a C'?

c¢) Dado un punto o de A% llamamos s, a la simetria (central) con base (o centro) o. Se
dice que o es un centro de simetria de C si s,(C) = C. Demuestra que C' no tiene
ningin centro de simetria.

Indicacién: En clase no se ha demostrado la relacién que hay entre centro de una
conica y centro de simetria de una cénica, por lo que no puedes usar esa relaciéon en
tu argumento, salvo que la demuestres correctamente antes.
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GEOMETRIA LINEAL, grupo B
Examen final, 4 de septiembre de 2012
Tiempo: 3 horas

Justifica todas tus respuestas

1) (2,5 puntos)
a) Define aplicacién afin y aplicacién lineal asociada a una aplicacién afin.
b) Demuestra que una aplicacién afin es inyectiva si y solo si su aplicacién lineal asociada
es inyectiva.
¢) Demuestra que una aplicacién afin trasforma puntos alineados es puntos alineados.

2) (2,5 puntos) En el espacio afin euclideo estdndar Aj, consideramos la isometria f que se
obtiene al componer la simetria especular con respecto al plano de ecuacion z +y — z =1
con la traslacién de vector (1,0, 1). Da las ecuaciones de f respecto del sistema de referencia
cartesiano candnico de A%.

3) (3 puntos) En el espacio proyectivo P Consideramos la aplicacién proyectiva f de P a
P}, que tiene

0 1 1 -1
2 -1 1 -3
0 0 0 1
0 0 2 -1

como matriz respecto del sistema de referencia proyectivo candnico.

a) Decide si f estd definida en todos los puntos de P%.

b) Calcula todos los puntos fijos de f.

¢) Encuentra una recta invariante de f.

d) Calcula la imagen inversa y la imagen directa por f de la recta de ecuaciones xy =
T1 — X9 = 0.

4) (2 puntos) En P% consideramos la cénica C' de ecuacién z3 + z% — 223 = 0.

a) Di qué clase de cénica proyectiva es C.
b) Encuentra, si es posible, rectas Ly, Lo, L3, Ly de P} tales que, en P{ \ L;, la cdnica
afin C' \\ L; sea
i) una elipse real si j = 1;
ii) una parabola si j = 2;
iii) una hipérbola si j = 3;
iv) un par de rectas paralelas reales si j = 4.



GEOMETRIA LINEAL, grupo A
Examen final, 6 de febrero de 2013
Tiempo: 3 horas

Justifica todas tus respuestas

1) (2 puntos) Sean po, p1, - . ., p, puntos afinmente independientes de A} y sea f una aplicacién
afin de A} a A}. Demuestra que f es un isomorfismo si y solo si f(po), f(p1),-- -, f(pn) son
puntos afinmente independientes de Aj.

2) (1 punto) Sea A% el plano euclideo esténdar. Di cuantos puntos fijos tiene el completado
proyectivo de un giro de A% y cudntos puntos fijos tiene el completado proyectivo de una
simetria axial con deslizamiento de A%.

3) (4 puntos) En el espacio proyectivo P% consideramos la recta [; que pasa por los puntos
(1:1:0:1)y(0:1:1:1)y larectaly de ecuaciones g = x1 + x2 + 3 = 0. Sea f una
aplicacion proyectiva que deja fijos todos los puntos de las rectas l; y Is.

a) (Es f unica? ;Es f una proyectividad?

b) Si f no es la identidad, halla los subespacios invariantes de f.

¢)Si f((1:0:0:—1)) = (1:0:0: —=3)), halla las ecuaciones de f respecto de la
referencia candnica de A%.

4) (3 puntos) Para cada t € R sea C; la conica de A% de ecuacién
t+Dr+(t—1y—(t+1)2*+azy+ty* =0.
a) Para cada t, clasifica afinmente C;.
b) Consideramos C, que es la cénica de ecuacién 2z — 2% + xy + y* = 0. Calcula sus

puntos en el infinito y sus asintotas.
¢) Sea s la simetria euclidea respecto de la recta de ecuacién x —y—1 = 0. Calcula s(C}).



GEOMETRIA LINEAL, grupo A
Examen final, 3 de septiembre de 2013
Tiempo: 3 horas

Justifica todas tus respuestas

1) (3,5 puntos) En el espacio afin euclideo estandar A, consideramos la recta [ = (1,0,1) +
L((1,1,1)) y el plano II de ecuacién x +y 4+ z = 2. Sean f y g aplicaciones afines que
cumplen lo siguiente:

(i) f vy g dejan fijos todos los puntos de la recta I.

(ii) f vy g dejan el plano IT invariante.
(iii) La restriccion de f a Il es una homotecia de razon 2.

)
)
a) (Es f nica? ;(Es f un isomorfismo afin? ;jEs f una isometria?
b) (Es g inica? ;Es ¢g un isomorfismo afin? ;Es g una isometria?
c¢) Calcula todos los puntos fijos y todas las rectas invariantes de f.
d) Halla las ecuaciones de f respecto de la referencia canénica de A% .

2) (2 puntos) En P}, consideramos el plano IT de ecuacién xg — 1 + x5 — z3 = 0 y la aplicacién
proyectiva f de P dada por f(zo: x1 : g : 3) = (201 + 215 : 229 : 39 — 371 + Ty — X3 :
3$0 — X1+ X9 — .1'3).

a) Encuentra el centro y la imagen de f. ;Es f una proyectividad? ;Es f una proyeccién?
b) Encuentra los puntos fijos de f. Encuentra las rectas de II que son invariantes por f.

3) (2 puntos)
a) Define sistema de referencia proyectivo de P}.
b) Dada una referencia proyectiva Z = {po,p1,p2;p3+ de P2, demuestra que Z' =
p Y p 7p 7p 7p k> q
P2, D3, P1;Po} €s también una referencia proyectiva de P2 y da una matriz de cam-
Y kY

bio de coordenadas de #' a Z.

4) (2,5 puntos) Sea C' la cénica de A% de ecuacién
r—3y—az?4+2zxy —y* =0
y sea C' el completado proyectivo de C.

a) Halla los puntos del infinito de C'. ;Qué clase de cénica afin es C'?

b) Calcula la recta polar del punto (0 : 1: —1) respecto de C.
¢) Encuentra todas las rectas tangentes a C' que sean paralelas a la recta de ecuacién

r+y=0.



